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On ttudie I’irrCductibilit~ sur IF,,# des polyn6mes f(P” - aF” - &I’), 
lorque r est un entier, p un nombre premier, a et b # 0 deux CEments de 
1F 98, et lorsque f(X) est un polyn6me irrCductible de lF,,[X’J 
On a la proposition suivante: 
PROPOSITION. Soit f(X) = Xn + BP-l + *a* un poij&me monique 
irrkductibie de degre’ n de lF,,[x]. Pour que le polyn6me f  (A?“’ - a%” - bx) 
soit irrkductible sur IF,*, il faut et il s&it que: r = 1, p = 2, et en outre, si 
p.g.c.d. (X - aX - b, X8’ - X) # 1 que n soit impair, 
S-l 
,c, j3-2L+1B2k = 1, 
et 
s-1 
y Ci-2k+1fi2k = 1; 
k=O 
si X3 - aX - b est irrkductible sur iF2, que n soit impair, non multiple de 3 
et 
38-1 
*co /3-2’+‘@ = 1, 
9.9-l 
air a, /I sont dew .@ments de lF,a. tels que cx2 + j? = a et a/3 = b. 
Preuve. Soient 01, /? dew &ments d’une cl&ure algbbrique F,, de IF, tels 
que: 
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On a les relations 
cP’ + f3 = a, 
cq3 = -b. 
De sorte que 1’Cltment OL est racine du polyn8me 
-WI-l - aX - b de FDs[X], 
et que 1’Cltment p est tel que p = -bc+. cy et fi ont tvidemment des poly- 
names minimaux sur IFpa de mtme degrC V, avec 1 < v < p’ + 1. 
Supposons le polyn6me f (Xp” - aXp* - bX) irr&ductible SW IFas. Soit 01 
une racine du polynbme Xp”+l- aX - b de degr6 v sur lF,# . Le polyniime 
f(X@ - ax”” - bX) se dhompose dans IF,,y[xJ en polyn6mes irrbductibles 
de degr6s p2%/( p%, v). 
Comme f (Xp2’ - aXp’ - bX) = f ((X”’ - aX)Y’ - fl(X*’ - IxX)), il est 
nature1 de se placer dans IF&X], et d’&udier les degr6s des polyn6mes 
irrtductibles de IFJX], factorisant f (Xp” - aXD’ - bX). Le polyn6me 
f(X), se dtcompose dans F&X] en Mductibles, de degrCs n/(n, v). Soit 
&(X) E IF&X] un tel irrkductible. Pour avoir les degrCs en question, non- 
obstant la connaissance de f,(X), il faut diterminer, dans F,.v[X], les deg&s 
des irrkductibles factorisant fi(Xp’ - 13X), puis les degrks des polynbmes 
irrkductibles factorisant fi((Xp’ - ax) - /3(Xp’ - ax)) dans iF,&J 
Par [l] on sait complhtement rksoudre ces problemes. II en rtsulte que les 
degrh possibles, de certains polyn6mes irreductibles de F,,,[X], factorisant 
f(Xp2’ - aXp” - bX) sont les entiers 
(1) $) ; (2) (&, p”+‘; (3) (rr;v) Pk+‘i’+2 
oh k est l’entier tel que 
( r, 6 p’+l) = (r, $) P” 
et k’ est I’entier tel que 
Examinons ces trois cas: 
(1) On doit avoir 
p% I? 
(p%, v) = (n,) ’ 
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d’&p2’ = ( p2’, V&Z, v)). t&sip27 1 v, d’obp2’ < v. Maisp2’ 2 2p’ > p’ f 1, 
done v > p’ + 1, ce qui est impossible. 
(2) On doit avoir 
-(j&) Pkfl = 
p% 
(P2X 4 ’ 
c’est-a-dire ( p%, v) p k+l = p2+z, v) ou encore 
( P2r, & ) * pk+l = p2r, 
egalite qui implique k + 1 < 2r, et, par suite, 
&= P2r-k-1 * u avec (%P) = 1. 
Comme v/(n, v) < v, a fortiori p2r-k-1 < pT + 1, ce qui entraine 
2r-k-1 <r. 
Ainsi done r < k + 1 < 2r. Mais pk 1 r, et de plus k + 1 <pk. Par 
consequent on a k + 1 = r. 
Revenons done, a 1’CgalitC de depart avec cette valeur de k. On a 
$Lpr=*, 
, (P 4 4 
soit ( p2f, v/(n, v)) = pr, done p7 1 v/(n, v). 
Ainsi pc < v/(n, v) < pc + 1 et a fortiori, v&z, v) = pr. De plus on a 
(n, v)p’ = v < p+ + 1, c’est-a-dire p’((n, v) - 1) 6 1 ce qui exige (n, v) = 1. 
D’ou v = p’. 
Si le polyn6me Xp’+l - aX - b n’a pas de racine de degre p’ sur IF,. on 
a une contradiction. 
S’il en a une, comme 1’ClCment 01 a et6 choisi arbitrairement parmi les 
racines de Xd+l - aX - b, par consequent on aurait pu faire le raisonne- 
ment prkbdent avec l’entier Y = 1, d’oh l’kgalite 1 = p’ ce qui est egalement 
impossible. 
Ce cas est done incompatible avec l’hypothese faite. 
(3) Examinons le dernier cas. Les entiers k et k’ sont, rappelons-le, 
tels que: 
( r, $$ pk+l) = (r, 5) pk, 
( 
TlSV 
r, mpk+k’+2) = (r, e) pk+k’; 
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on doit avoir: 
nP k+k’+2 _ psrn 
(n, v> -(p2m,’ 
soit ( p2?z, v) p k+k’+2 = p2@, u) ou encore 
ce qui implique k + k’ -+ 2 < 2r, 
par suite 
ce qui Cquivaut B v/(n, v) = P~~-~-~‘-~ . u avec (u,p) = 1, a fortiori 
p2r-k-k’-2 < p’ + 1. Si 2r - k - k’ - 2 > r, on obtient une impossibilit6, 
avec l’inCgalit6 prCcCdente, par suite 
k+k’+2>r. 
Par conskquent r < k + k’ + 2 < 2r. 
Mais P~+~ divise r et k + k’ + 1 < pk+li’, et done k + k’ -j- 1 < r. 
Finalement on a r - 1 < k + k’ + 1 < r. 
Examinons ces deux sous-cas. 
(3.1) k + k’ + 1 = r - 1, d’oti 
On a d6jja rencontrt cette CgalitC et on a vu qu’elle conduisait B une impossi- 
bilitt. I1 reste done h examiner le 2’me sous-cas. 
(3.2) k + k’ + 1 = r. 
On a 1’CgalitC 
( r, $+ prcl) = (r, -$f$) pT-l, 
Ainsi p’-l / r d’oti pr-l = r, ce qui ne se peut que si r = 1 ou p = 2 et r = 2. 
(3.2.1) ConsidCrons maintenant le cas r = 2, p = 2. 
Si r = 2, k + k’ = 1. Les degr& sur F2,, des irr4ductibles factorisant 
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f(X2’ - aXza - bX) sont de la forme 164(16n, v); En revenant, par suite, 
B l’egalite de depart on doit avoir 
k+k’+Z 
8n p% 16n = I_ = I__ = 
(n, v) (p”‘n, v) (16n, ’ 
d’oti la condition (16, v/(n, v)) = 2. 
Mais on a la relation 
i 2, fi 23) = (2,$g 2; , 
Done (2, s[n, v]) = 1 ce qui veut dire que s[n, V] est impair. Mais V&Z, V) est 
pair, ce qui est contradictoire car s[n, V] = sn(v/(n, v)) est impair. 
Les conditions r = 2 et p = 2 ne sont done pas tenables. On voit finale- 
ment qu’il subsiste uniquement le cas Y = 1. 
On a par suite k = k’ = 0. 
Si f (Xp2’ - aXp’ - bX) est irreductible sur IF,, , on a necessairement, 
avec dam F,,JX] la decomposition f(X) = fi(X) -.* f (&AT), 0i.1 A(x), 
i = l,..., (n, V) sont des irreductibles de degres n/(n, v), les conditions: 
g,(X) = f,(XD - /3X) est un irreductible de IFJX] 
et gi(X” - aX) est aussi un irreductible de F,,y[Xj, pour i = I,..., (n, v). 
Comme LY, /I E IF, ,“, on sait par [2] que cela ne peut avoir lieu que si p = 2 
et si n&z, V) est impair. 
Supposons maintenant que p.g.c.d. (X3 - aX - b, X2‘ - X) + 1. 
On peut done choisir v = 1, done 01, ,!I E ffz, et le problbme de l’irreducti- 
bilite de f (X4 - aX2 - bX) a CtC resolu dans [2], d’oh les assertions de la 
proposition. 
Supposons que p.g.c.d. (X3 - UX - b, X2” - X) = 1, cy et p E IF2~,, et n 
impair et premier a 3. Dans ce cas f (X)est un polynome irreductible sur Fe’,s,, 
et on peut prendre v = 3. On est done ramen au probltme trait6 dans 121, 
mais relatif a lF28,, d’oh les conditions donnees dans la proposition. 
Pour conclure il suffit d’etablir un lemme. 
LEMME. Si n = O(3), et si X3 - aX - b est irr&ductible sur IF,, , alors 
le polyn6me f (X4 - aX2 - bX) n’est pas irriductible sur F,, . 
OnaX4-aX2 -bXIP=‘-X. 
Mais f(X) 1 X2’” - X, il en dtcoule que 
f(X4 - ax2 - bX) ( (X2*’ - X)2” - (X2*’ - X), 
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d’oh il rhulte aisdment que 
x22” -XEO mod(f(X4 - aX2 - bX)), 
et done que f(X4 - aXa - bX), n’est pas irrkductible sur 5,. , C.Q.F.D. 
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